Anna Bartkowiakowa (Wroclaw)

SCHEMATY LOSOWANIA NIEOGRANICZONEGO, WARSTWOWEGO I GRUPOWEGO

1., 0gélne podstawy metod reprezentacyjnych

Przypusémy, Ze interesuje nas populacja charakteryzujaca sig
pewnymi cechami, ktére chcielibyémy blize] poznaé. Z pewnych wzgle-
aéw nie mozemy jednak zbadaé calej populacji, ale musimy ograni-
czyé sie do zbadania tylko pewnej czesci populacji, tak zwane]
prébki,

Metody reprezentacyjne zajmujg si¢ dwoma zasadniczymi zagad-
nieniami: 1° W jaki sposéb pobieraé prébke z populacii? 2° W jaid
sposéb wnioskowaé o odpowiednich wiasnoéciach populacji na pod-
stawie informacji zebranych z prébki?

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé te zagadnienia przy zaloze-
niu, Ze liczebnosé rozwazanej populacji jest skoficzona., W popula-
cji tej beds nas interesowaé takie wskafniki statystyczne jak sre-
dnia arytmetyczna wybranej cechy ilosciowej 1lub frakcja elemen-
téw populacji posiadajacych interesujacg nas wiasnoéé w przypadku
gdy badana cecha jest cechg jakosciows,

Oméwimy trzy dosé powszechnie stosowane schematy pobierania
prébkis 1° losowanie nisograniczone z calej populacji, kiedy to
wybiera sie do prébki indywidua losujgc je w pewien okreslony spo-
s6b bezposérednio z catej populacjis 2% losowanie warstwowe, w kté-
rym przed pobraniem prébki rozdziela sig¢ populacje na tak zwane
warstwy 4 nastepnie pobiera si¢ prébke losujgc indywidus z tych
warstw; 3° losowanie grupowe, w ktérym korzysta si¢ z naturalnego
ugrupowania populacji w pewne zespoly (np. miodziei szkolna jest
ugrupowana w zespoly - klasy, modziez studencka w grupy studen-
ckie). Przy losowaniu grupowym losuje sig pewng licszbe zespoléw
i te bada si¢ w caXosci.
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Dla poréwnania poszczegélnych metod nalezy zdefiniowaé jakies
kryteria dobroci, ktére dawalyby wskazéwki co do tego, kiedy mos-
na si¢ spodziewad, ze jalkié schemat jest korzystnie jszy od innych,
Zagadnienie to mozna rozpatrywaé w nastepujgcy sposdb:

Przypuéémy, 3e na podstawie prébid chcemy oszacowaé pewien
parametr Q charakteryzujacy rozklad badanej cechy w interesuja-
cej nas populacji. Parametr ten chcemy oszacowal za pomocg funk-
cji t -t(x1,.... Xy). Podstawiajac na miejsce argumentéw tej fun-
ke ji wartosci Xqs Xp9 ey X, zaobserwowans dla wylosowanych ele-
mentéw otrzymujemy wartosé ¢ odpowiadajgc g wylosowanej prébce,

Poniewas wielkosci Xys eeey X obserwowane w prébce sa zmienny-
mi losowymi, wiec i estymator t = t(x v eces X ) rozpatrywany ja-
ko funkcja zmiennych losowych jest r6wnie2 zmiennq losowg i wo-
bec tego ma swéj rozkiad prawdopodobieristwa. Jesli tak, to moZemy
obliczaé jego wartosé oczekiwang 1 wariancje.

Planujgc jakies badanie statystyczne nalesy przede wezystidim
okres1ié estymatory, przy pomocy ktérych zamierzamy szacowaé nie-
znane parametry populacji. Jest zrozumiale, ze jedne estymatory
mogg si¢ nadawaé do tego lepiej, inne gorzej.

Nastepnym zagadnieniem jest ustalenie schematu losowania., Mo-
tna sig¢ zgodzié, e schemat losowania jest tym lepszy, im mniejsza
Jest wariancja estymatora obliczonego przy tym schemacie losowa-
nia,

W praktyce jednak trzeba wzigé pod uwage réwnie:z rozmaite in-
ne czynniki. W zaleino$ci od posiadanych informacji o badanej po-
pulacji, od warunkéw organizacyjno-technicznych, od kosztéw bada-
nia eliminujemy z géry pewne schematy 1 z pozostalyck wybieramy
najlepszy,

Przy réznych schematach stosuje si¢ w rozmaity sposéb "loso-
wanie" elementéw z populacji. "Losowanie® takie przeprowadza sie
za pomocg liczb losowych., Tablice takich liczb mozna znaleZé np.
w [8] lub [9] Przy schemacie 1losowania nieograniczonego, kledy
to losujemy elementy do prébki bezpoérednio z calej populacji,
najbardziej zalecany sposéb polega na tym, ze wszystkie elementy
badanej populacji numerujemy, a nastepnie za pomocg tablic liczbd
losowych losujemy prébke n-elementowa, wybierajac z populacji ele-
menty o numerach wskazanych przez tablice liczb losowych. Przy
losowaniu warstwowym, gdy populacja Jest podzielona na warstwy,
stosujemy to samo postepowanie do kazdej warstwy,

Czasem rozgraniczenie populacji na warstwy Jjest trudne, np.
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gdy badang populacje stanowig wyroby jakiejs fabryki w dXuZszym
okresie czasu, przy czym skagdinad wiadomo, Ze jakosé tych wyrobdéw
zmieniaYa sie¢ z czasem. Wtenczas mozna stosowaé liczby ziote 1lub
telazne wprowadzone przez H. Steinhausa (patrs: [6]. [7]). Lgczg
one postulat losowego wyboru 2z postulatem réwnomiernego rozsta-
wienia wylosowanych elementéw w populacji.

2, Losowanie nieograniczone

Przez losowanie nieograniczone rozumiemy nastepujgce postepo-
wanie: Jesli badana populacja zawiera N elementéw, to elementy
te numerujemy kolejnymi licgbami naturalnymi od 1 az do N, Usta-
lamy liczebnoéé prébki n. Nastepnie za pomoca odpowiednio dobra-
nej tablicy liczb losowych wyznaczamy do prébki elementy popula-
cji odpowiadajace kolejnym odczytywanym licgbom losowym tak diu-
g0, az uzyskamy zgdang liczebnoéé prébki n,

§ 2.1. Losowanie niezaleine i zalezne.

Jesli losowanie nieograniczone wykonujemy przy usyciu tak zwa-
nych tablic liczb losowych (a nie tablic. liczdb przetasowanych,
zYotych lub zelaznych), to moze aie zdarzyé, ze niektére elementy
populacji wejds do prébki wigcej niz jeden raz, W zwigzku z tym
powstaja dwie mozliwosci: 1° pozostawiamy prébke taks, jakg wylo-
sowalismy, czyli dopuszczamy mozliwo&é powtarzania sie niektérych
elementéw; 2° powtarzajace si¢ elementy prébki wykreslamy, a na
ich miejsce dotgczamy elementy odpowiadajgce nastepnym liczbom lo-
sowym tak diugo, az liczba réiznych elementéw w prébce bedzie réw-
na 2gdanej liczebnosci n,

Opiszemy teraz modele probabilistyczne odpowiadajgce wymie-
nionym mozliwoéciom 1° 1 2%,

Ad 1°. W urnie mamy N kul (populacja). Z urny tej wyciggamy
n razy po jednej kuli. Po kazdym ciggnieniu wylosowang kulg wrzu-
camy z powrotem do urny i mieszamy kule w urnie tak, aby prawdo-
podobieristwo wyciggniecia dowolnej kuli w nast¢pnym losowaniu by-
%o dla kazdej kuli takie samo jak na poczqtku losowania. Przy ta-
kim sposobie losowania wylosowane w kolejnych ciggnieniach kule
przedstawiajq smienne losowe niezaleine, a odpowiadajgoy mu sche-
mat losowania nazywa sie schematem losowania niezaleinego lub lo-
sowania ze swracaniem,

Ad, 2°, 2 urny, zawierajscej N kul, wyciggamy n ragy po jed-
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nej kuli nie wkladajac ich z powrotem po wylosowaniu. Przy takim
postepowaniu mamy gwarancje, ze wyciggniemy réizne kule, ale praw-
dopodobieristwa wylosowania dla kazdej kuli bedg réine w réznych
ciggnieniach 1 bedg zalezeé od wynikéw poprzednich ciggnien. Wy-
nik losowania moina przedstawié jako cigg zmiennych losowych za=-
leznych, a odpowiadajgacy mu schemat losowania nazywa si¢ schema-
tem losowania zaleznego lub losowania bez gwracania.

" Na podstawie zaobserwowanych w prébce wielkosci Xy eees Xy
obliczamy wartosé estymatora interesujgcego nas parametru Q popu-
lacji. Przy obliczaniu wartosci oczekiwanej 41 wariancji réinych
estymatoréw rachunki upraszczaja si¢ na 0gél znacznie, gdy mamy
do czynienia ze zmiennymi losowymi niezaleznymi. Natomiast funk-
cje zmiennych losowych zaleznych majg bardzo skomplikowane roz-
ktady probabilistyczne i stad wynikaja pewne trudnoséci w osta-
tecznym przedstawieniu wynikéw dotyczacych np. przedziaiéw ufnos-
ci dla parametru Q na podstawie prébki uzyskanej przy pomocy sche-
matu losowania zaleznego. Tak wigc ze wzgledu na opracowanie pro-
babilistyczne preferuje si¢ prébke uzyskang na podstawie schematu
losowania niezalesnego. Dla praktyka natomiast schemat losowania
zaleznego jest bardziej rozsgadny, poniewaz nie ma tam kilkakrot-
nego powtarzania tego samego, przypadkowo wybranego wyniku,

§ 2.2, Srednia i wariancja w prébce. Oznaczenia,

Kazdemu elementowi rozwazanej populacji przypisujemy okresflo-
ng warto$é pewnej cechy ilosciowej X. Oznaczmy przez Xy wartosé
cechy X dla elementu o numerze k (k=1, ..., N). Jako cel naszych
badar stawiamy sobie oszacowanie Sredniej arytmetycznej tej cechy
w badanej populacji. Oznaczmy te Srednig symbolem X. Tak wigc z de-
finicji

N
(1) R i-lzx .
N oy k

Wariancje cechy X w badanej populacji okreslamy nastgpujgcos

N
2 =2
(2) 5% = % kZ-)1(1:k-1:)

Z pewnych wzgledéw, x<tére wyjasnig sie¢ péiniej, wygodnie jest
postugiwaé sie czasem tak zwang wariancjg zmodyfikowang, definio-
wang nastepujgcym wzorem:
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N
2 1
(3 s? = g k’Z_%(xki)
Poréwnujac wgory (2) 41 (3) widzimy, e miedzy warianeja O
a wariancjg zmodyfikowang S2 zachodzi nastepujacy gwigzek:

(8) i§1-6

Badana cechg moze byé réwniez tak zwana cecha zerojedynkowa
przyjmjaca tylko dwie wartodci O 1 1, Zwykle przyjmuje sie, zZe
X=0, gdy badany element nie posiada uwzgledniane] charakterystyki
orag, %e X=1, gdy badany element uwvzgle¢dniang charakterystyke po-
siada, czyli gdy jest on tak zwanym elementem wyréinionym. W ta-
kim przypadku $£rednia arytmetyczna badane] cechy Jest po prostu
frakcja elementéw wyréznionych danej populacji:

2

(5) i--zx -—-

gdzie N* oznacza 1liczbe elementéw populacji posiadajscych dang
charakterystyke.

Poniewaz dla cechy zerojedynkowej xi = xk. wiec dla warian-
cji takiej cechy otrzymujemys

N N
(6) = E (x -i)z = JN- 212-(2)2 = P-Pz = P(1-P).

=1 k=1 E

==

Odpowiednie wartosci cechy zaobserwowane W prébce oznaczamy
matymi literami., Zaobserwowans wartosé cechy X dla i-tego elemen-
tu prébki bedziemy oznaczaé przesz Xy Niech n bedzie liczebnoscia,
prébki, Wtenczas $Srednia arytmetyczna g prébki obliczana jest
z wzoru:

(1) = 3 2:
i=1
Wariancje prébkows 8 definiujemy nastepujacos
n
() o = gy L (5D

Dla cechy zerojedynkowe3 wzory (7) 1 (8) przyjmuja nastepuja-
ca postaé: +

(9 T=p=§

(10) e = & p(1-p)
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§ 2.3, Twierdzenia o sredniej arytmetycznej i wariancji z pré-

bki.

Wyprowadzimy teraz wzory na wartosci oczekiwane Sredniej aryt-
metycznej, wariancje éredniej arytmetycznej oraz oczekiwang war-
toéé wariancji z prébki, jesli prébka ta zostata pobrana z popu-
lacji wed}ug schematu losowania zaleinego lub niezaleinego. Wzory
te bedg potrzebne przy budowie przedzialéw ufnosdeci dla érednie].
Czytelnik, ktéry nie interesuje sig¢ wywodami teoretycznymi, ale
chcialby poznaé jedynie korcowe rezultaty, moze znalefé je w ta-
beli I na str. 10.

Twierdzenie 1, Wartosé oczekiwana Sredniej arytmetyoznej z pré=-
bki pobranej wedlug schematu losowania niezaleinego réwna sig Sre-
dniej arytmetycznej X populacji, z ktérej ta prébka zostala wylo-
sowana.

Wynik tego twierdzenia mozna wyrazié wzorem

(11) E(X) = X .
Dowéd, W dowodzie skorzystamy 2z nastepujacego podstawowego
twierdzenia z rachunku prawdopodobieristwa: Wartoéé oczekiwana do-

wolnej kombinacji liniowej zmiennych losowych réwna sig kombina-
¢ji wartoéci oczekiwanych tych zmiennych. Wobec tego

l![-;';(x1 B & xn)] = %[3(11) + eee + E(xn)].

Obliczymy teraz wartofé oczekiwang B(xi) dla i-tego elementu préb-
kKi. Z definicji

E(xz,) = k’)511:,:-1&- {‘1“1:}

Przy losowaniu niezaleinym jako i-ty z kolei element prébki mozna
otrzymaé réwnie dobrze kazdy z N elementéw populacji generalne],
przy czym kasdy z nich z prawdopodobieiistwem * moze zostaé wybra-
ny do prébki. Stad
 J—
E(x ) = X ol = X,
LR~ S
Wobec tego
E(X) -%[iq- N +i].i cbdo.

Twierdzenie 2, Wartosé oczekiwana sredniej arytmetycznej z préb-
ki pobranej wedlug schematu losowania zaleinego réwna si¢ Sred-
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niej arytmetycznej X populacji, z ktérej ta prébka zostala wylo-
sowana,

Wynik tego twierdzenia mozna zndéw wyragzié wgorem (11).
Dowéd: Podobrie w tw. 1

n
BE = 1 X B(xy),
przy czym i=1

E(x,) = 12!:1111‘-1&'{::1 - xt}.

Przy losowaniu zaleiznym prawdopodobieristwo wylosowania gza i-tym
razem elementu populacji generalnej o numerze k, czyli prawdopo-
dobieristwo zdarzenia x; = X, jest réwne prawdopodobieristwu, %Ze
element oznaczony numerem k w populacji nie zostanie wylosowany
w pierwszych 1-1 losowaniach oraz e zostanie on wylosowany w i-tym

losowaniu, Prawdopodobiernistwo to wyraza si¢ nastgpujgcym wzorem:
- - L T - - i)
1>::-{x1 xk} 0-ba-29...0 - 73 G

« N1 N2 0 Eode 1 ]
N * N-1+2 N-i#1 XN

Tak wiec podobnie jak w tw, 1 otrzymujemy

E(;):—EE(&)-—E ZXl .n.i-.x' cbdo.
i=1 k=1

Wariancje estymatora t definiujemy nastepujaco:
2 &
02(t) = E[t-E(£)]? = }3: [¢,-2(0)] 2 prfeat,}

Wobec tego wariancje Sredniej arytmetycznej z prébki naleiy
obliczaé wedlug nastepujgcego wzoru:

p2(%) = B(Z-X) 2.
Twierdzenie 3, Wariancja éredniej arytmetycznej =z prébki po-
branej wedlug schematu losowania niezaleznego wyraza sig¢ wzorem

; 2
(12) p2(3) = .‘;_

Dowéd, W dowodzie posiugujemy si¢ nastepujgcym twierdzeniem
rachunku prawdopodobieristwa: Jesli t jest kombinacjq liniowg nie-
n

zaleznych zmiennych losowych t,, ..., tn. czyli ¢t = 121‘1t1’ to
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zachodzi nastepujgca réwnosés
2 2( < ) < 2,2
p?(t) = D2(X a,t,) = X a%D?(t
321 14 121 . & ( 1)
Poslugujgc si¢ tym wzorem mamy

2 = p2(1 z 2
D°(X) = D ( 12.:1::1) 37 12-11) (xd.
ale

N ¥
2 =3 =2 1 =2 2
D%(x,) = E(x,-X)? = & (X,-X)%.Pr{x,eX. | = § L (x,-0)° =
Xy £y r B ewi b (pek) xy k] ¥ = (5D =6
Wobec tego

n
2 1 2 e
D% (%) '3?1};1[) (x,) .i, n6= = cbdo.

Twierdzenie 4, Wariancja $redniej arytmetycznej z prébki po-
branej wedlug schematu losowania zaleznego wyrazZa si¢ wzorem

(13) D’ = EF E-p o

Dowéd tego twierdzenia jest d}uzszy i bardsziej ucigzliwy, po-
niewaz mozliwe wyniki losowania sg zmiennymi losowymi zaleznymi.
Wobec tego dowéd ten pominiemy. Mozna go znaleZé np. w [3] lud [5].

Twierdzenie 5, Oczekiwana warto$é wariancji prébkowej (zdefi-
niowanej wzorem (8)) przy losowaniu niezaleznym wyraza sie¢ naste-
pujscym wzorem:

(14) E(s®) = 6°.

Dowéd. W dowodzie bedziemy korzystaé 2z nastgpujacych wzordw
na oczekiwang wartoéé iloczynu zaobserwowanych w prébce niezalei-
nych zmiennych losowych xy oraz 3:

x2 dla i = j

B2 aia 143

Czeéé plerwsza powyZszego wzoru wyniks z tego. 2e gdy i=3j to
N
2 ol
E(xixJ) = B(xi) = £1xi Ex = X

E(xixj) =

Uwzgledniajge fakt, ze zmienne losowe Xi 5§ niezalezne, otrzy-
mujemy druga czeéé powyzszego wgoru W sposdb nastgpujacy:
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Korzystajgc z wypisanego na str. 8 wyrazenia E(xixd) i przy uzy-
ciu znaenych przeksztaXcer otrzymujemy kolejno

E(s?) = E [5]_1- 122 (zi-'i)"’] = E {F-'-T [1§1x§ - n('i)"’]}.

- o I 36D - gy s[a®?] -

—— n
2 2
= gir n.x% - = E[% 1221!1 +L 53‘1‘3] -
n

- 2o {-}5‘-}% [E(x)]2 =22 - [E ()] =62 cvdo.
Iwierdzenie 6, Oczekiwana wartoié wariancji prébkowej przy lo-
sowaniu zaleznym wyraza sie nastepujscym wgorem:

(15) E(s?) = %62 - 32,

Sgkic dowodu, Bedziemy korzystaé 3z nastepujacych wzoréw na
oczekiwang wartosé iloczynu zaobserwowanyeh w prébce zmiennych lo-
sowych xy orag xJ otrzymanych przy schemacie losowania galeZnego:

( ) ?- dla 1=j
E(x,x,) =
173 G2 2
- - [E(I)] dla 1i#]

Pierwszg czesé powyZszego wgoru mozna otrzymaé z rogwazai takich,
jak w dowodzie tw. 5, druga czesé jest trudniejsza do wykazania
i mozna jg znaleZé np. w [3]. Znajac powyzszy wzér w sposéb cai-
kowicie podobny jak w dowodzie tw, 5 dochodzimy do szukanego re-
zultatu.
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Tabela I

Oznaczenia i definicje

Elementy populacji: 11, Xos eees Xy

Srednia populacyjna X = kE X,
=1

Wariancja populacyjna 62 = l E (xk-x)2

Elementy prébki: Xgs Xpy eees Xy

Srednia prébkowa Ta=d 2 x

B {04 i

n
2 1 2
Wariancja prébkowa s° = 2 (x,-X)
; BT gy 4

Wyniki twierdzed 1-6

losowanie niezaleine | losowanie zaleine
E(X) =« X ER =X
E(s?) = 62 B(s%) = g &°

§ 2.4, Pordéwnanie wynikéw dla schematu losowania zaleZnego
i schematu losowania niegaleznego.

Poréwnujgc wzory na wariancje s$redniej arytmetycznej w obu

schematach losowania otrzymujemy nastepujaca nieréwnosé:
% >5e ‘-552- dla n>1.

Wyplywa stad nastepujacy wniosek: Wariancja éredniej arytmetycznej
przy schemacie losowania zaleinego jest mniejsza niz analogiczna
wariancja przy schemacie losowania niezaleinego. Znaczy to, Ze ten
ostatni schemat daje oszacowanie nieznanej wartosci sredniej X ba-
danej populacji bardziej rozproszone dookola tejze wartosci. Rég-
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nice sg tym wigksze, im wigksza jest liczebnosé prébki w stosunkm
do liczebnosci populacji. Wniosek ten jest zgodny z intuicjg. Przy
losowaniu niezaleznym zdarza sig, 2e niektére elementy populacji
mierzymy czesciej niz raz i tym samym do prébki wchodzi na ogdi
mniej niz n réinych elementéw populacji. Wobec tego z prébki tej
otrzymujemy na ogé: mniej informacji o badanej populacji niz gdy-
bysmy przebadali prébke skiadajacg si¢ z n réshych elementdw, co
mamy zagwarantowane przy losowaniu zaleznym.

Wariancja Sredniej arytmetyczne] z prébki zalesy od wariancji
populacy jnej 62. Jesli ta ostatnia jest nieznana i zamiast niej
chcemy posituzyé si¢ jej oszacowaniem z prébki czyli wielkoscig s° ’
a oszacowanie to ma byé nieobcigzone, to przy losowaniu niezalei-
nym na miejsce 62 mozna podstawié 52, natomiast przy losowaniu
zaleznym lepiej postuzyé sie¢ wynikiem twierdzenia 6 i na miejs-
ce 62 podstawié wielkosé -l!“l 82. Podstawione w ten sposéb wielkoé-
ci bedg nieobcigzonymi estymatorami nieznanej wielkosci 6 .

W poszczegdélnych przypadkach wariancja z prébki moze znacznie
odbiegaé od wariancji w populacji.

Kiedy zamiast wariancji populacyjnej mozna podstawié warian-
cje z prébki i nie pomylié sie za bardzo? Zagadnienie to Jest
szczegétowo rozpatrywane np., w [10], gdzie dochodzi sig do naste-
pujacej konkluzji: Jefli cecha X ma w populacji rozklad w przy-
blizeniu normalny, to dla oszacowania nieznanej wariancji w popu-
lacji 2z dokladnoécig do polowy jej prawdziwej wartosci wystarczy
pobraé prébke liczaca 50 elementdw.

§ 2.5. Przedzialy ufnosci dla Sredniej arytmetyczne].

RozkXad éredniej z prébki zalezny jest od rozktadu badanej ce-
chy w populacji. Jesli rozklad cechy w populacji Jjest normalny,
a losowanie jest niezaleine, to rozklad Srednie] z prébki Jest
réwniez normalny. Jesli tak, to mozemy zbudowaé przedzial ufnos-
ci dla nieznanej Sredniej populacyjnej, tj. taki przedzigl, aby
z géry zadanym prawdopodobiefistwem 1-C nieznana Srednia X miesci-
ta sie w tym przedziale. Przedziat ten jest wyznaczony nastepuja-
cg nierdéwnodcia:

(16) T-t \/D’-’(E) <T<T+t \/nz(i).

W powyzsze] nieréwnosci X jest Srednig arytmetyczna obliczong na
podstawie prébid, D2(X) - wariancja tejze Sredniej. Liczba t jest
wielkoécia odczytang z tablic rozkadu normalnego w zaleznosci od
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przyjetego pogiomm ufnosci 1-0, to znaczy tak, aby

Pr{'x' -t 2@ <I<T+ tVD"’(!)} = 1=0L
I tak przykladowo dla 1-Ol= 0,95 naleiy przyjaé t=1,963; dla 1-Ol=
= 0,99 przyjmujemy t = 2,58,
Prgedgial ufnosci wyznaczony nieréwnosciami (16) mozna ina-
czej zapisaé w postaci

, T-da<XI<T+4
gdzie 4 nosi nazwe doktadnosci oszacowania Sredniej populacyjnej
i jest zdefiniowane réwnoscig

a=t\y02®

W praktyce stosuje si¢ przy konstrukcji przedziaidéw ufnosci
wzér (16) réwniet wtedy, gdy rozklad cechy X w populacji nie jest
normalny. Z twierdzen statystyki matematycznej wynika bowiem, Ze
nawet Jje$li rozklad cechy X w badanej populacji snacznie odbiega
od rozktadu normalnego, to rogkad sredniej arytmetycznej wyloso-
wanych wartoéci prsy zwiekszajacej si¢ liczebnosci prébki jJest
szybko gbieziny do roskiadu normalnego.

Jak wynika z wgoru (16), korce przedziaiu ufnodci sg funkeja-
mi Dz(?), ktéra to wielkosé z kolei galety od wariancji popula-
cyjnej 62, Jes11 ta ostatnia Jest niegnana, a prébka jest duza
(n >50), to na miejsce 62 mos¢na podstawié wartosé 62 oblicgzong
z prébkl, Jesli 1liczebnosé prébkli jest stosunkowo maza, rozkiad
badanej cechy X w populacji jest normalny z nieznang Srednig i wa-
riancjg populacyjng, a obserwacje w prébce sg niesaleine, to mo-
temy skonstruowaé przedzial ufnofci dla sredniej populacyjnej X
w oparciu o tablice rogktadu t Studenta. W takim przypadku prze-
dziaX ufnofci wyrasa sig¢ réwniez wzorem (16) z tg réinicy, Ze wiel-
kosci t s odeczytywane z tablic rozkadu t-Studenta i zalezg od
liczebnosci prébki n.

Prezy losowaniu zaleinym konstruuje si¢ przedzial ufnosci dla
nieznanej #redniej populacyjnej réwniez w oparciu o wsér (16),
podstawiajac na miejsce p2(%) wartosé oblicsong wediug wgoru (13).
Jeéli wariancja populacyjna 6?2 jest nieznana, to podstawiamy na
jej miejsce jej nieobcigfony estymator !-;l 02 tak, 2e ostatecznie
wariancja éredniej arytmetycznej wyrate si¢ wzorem

2
(7 @ - 2. L.
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Ostatecznie wige otrzymujemy nastgpujgce przedzialy ufnoseci
dla nieznanej srednie} populacyjnej X:
a0 Przy losowaniu niezaleznym:

(18) X t\/F x<x+tﬁ.
3o przy losowaniu zaleznyms

- 8 TR 8 n
(19) b3 tV’T 1 n<x<x+tﬁ\/1 -

Szczegbélowq dyskusje na temat wplywu nienormalnogci rozkYadu
ha otrzymane przedzialy ufnosci mozna snalefé w monografii [2].
Niektérgy autorzy (np. Hansen, Hurwitz, Madow [4]) nie dyskutujg
tego zagadnienia, lecsz zabezpieczajg sie przed skutkami niespez-
nlerda zaloeri przy ktérych otrzymano przedzial ufmoéci (16) w ten
sposéb, 2e konstruujs przedzial ufnodci w oparciu o tak gwane pra-
wo 36. Uzasadnia si¢ je nastepujacos Jesli prébka pochodzi z roz-
kZadu normalnego, to szanse na to, ze rétnica migdsy Srednig préb-
kowg a Srednig populacyjng przekrocsy trzy dyspersje éredniej sg
znikome; wynoszgq one 1 na 1000. Jesli rogklad w populacji nie
Jest normalny, to szanse te wzfastuJQ. lecz pozostajg w dalszym
ciggu znikome. Tak jest dla ogélu spotykanych w praktyce rozkia-
déw, szczegblnie prazy stosunkowo dusych prébkach, Wobec tego
w przypadku, gdy rozklad populacji nie jest dokladnie zgnany, nie
moZna skonstruowanemu przedsialowi ufno$ci przypisaé dokXadnego
poziomu ufnosci, mozna Jjednak wyraszié przekonanie, e jestesmy
"praktycznie pewni®, i niegnany parametr badanej populacji znaj-
duje sig¢ w podanym przedziale,

Przykad 1, Sposréd N=8000 dziewezynek 11-letnich danego mia-
sta wylosowano prébke 1liczacq n = 324 réinych dziewczynek, Sred-
nia arytmetyczna wzrostu dziewczynek z prébki wynosila %=145,0 cm,
a dyspersja s = 5,4 om. W jakich granicach znajduje sie¢ érednia
arytmetyczna wzrostu X ogétu dziewczynek 11-letnich danego mias-
ta? Wiadomo, 3e rozkiad wzrostu w badanej populacji jest normal-
ny, a prébka zostala pobrana przy uiyciu schematu losowania za-
leznego.

Korzystajac z ostatnich informacji naleiy skonstruowaé prze-
dziaX ufnogci na podstawie wzoru (19). Poziomowi ufnodci 1-a=
= 0,95 odpowiada odezytana z tablic rozkiadu normalnego wartosé
t =1,9. Po podstawieniu odpowiednich danych do wzoru (19) otrzy-
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mujemy

145 - 1,96.%-8-4--\/1 - b <X <145 + 1,92t \/1 P %}0

145 - 0,588.0,9795<X <145 + 0,588.0,9795
145 - 0,5759<X <145 + 0,5759
144,42<X<145,58

Cochran [2] podaje nastepujacy przyktad konstrukeji przedzia-
¥u ufnogci w oparciu o wzér (16) dla danych odbiegajgcych znacz-
nie od rozkladu normalnego:

Przyk¥ad 2, Przy pewnej petycji zebrano podpisy na 676 arku-
szach. Na kazdym arkuszu byko miejsce na 42 podpisy, ale na nie-
ktérych arkuszach podpiséw byXo mniej. Wylosowano 50 arkuszy i1 po-
liczono na kazdym z nich liczbe podpiséw. Z danych tych oszacowa=
no aczng liczbe podpiséw na wszystikich arkuszach. Badang cechg X
jest tu liczba podpiséw na poszczegélnych arkuszach. Z z&obserwo-
wanych w prébce wartosci cechy X ulozono szereg rozdzielczy, kté-
ry przedstawiat si¢ nastepujgco:

x, | 42|a1]36]32]29]27 231916|15|14|11|1ol9|7|6|5|4[ﬂ
| 23] a| 1] 1] 1] 2] 1] 2|2|1|1|1|1|1‘l3|2|1|1|

WekaZnik j przyjmuje tu wartosci j=3, 4, ..., 423 Z:nJ = 50.
7 danych tych obliczono =3

= E 1 = 29,42
x w j-jn —%31

Z prébki mamy wiec, ze frednio na jednym arkussu znajduje sig¢ 29,42
podpiséw, Stad otrzymujemy szacunkowg liczbe podpiséw na wszyst-
kich 676 arkuszach

N-X = 676-29,42 = 19 888.

Nastepnie obliczamy wariancje prébkowg dla gaobserwowanej liczby
podpiséw na 50 arkuszachs

42
42 (E- nﬂxﬂ)
—11-2 (x-") - = :‘Z.:Bnax";- = =
' Z:nd
J=3
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Kbnstruujemw teraz przgdzial ufnosci dla NX wedlug wzoru (16)
podstawiajgc D?(NX) = N --—-(1~N) Chcgc zbudowaé przedzial na
poziomie ufnoséei 1-0l= 0,80 przyjmujemy t =1,28. Podstawiajgc od-
powiednie dane do wzoru (16) otrzymujemy nastgpujace granice dla
przedziatu ufnosci:

tNs 28.676+15,13-Y1-0,0740
19 sgs + e \f .19538-1,__L_5.._}_:i
Y50

= 19 888

B

+

1781 .

Stgd otrzymujemy, se Xgczna liczba podpiséw z prawdopodobierstiwem
0,80 zawiera sie¢ w przedziale 18 107 do 21 669,

Po wykonaniu tego oszacowania porachowano prawdziwg liczbe pod-
piséw na zebranych 676 arkuszach. Okazalo sie, ze bylo ich 21 045!

§ 2.6, Twierdzenia o wartosci oczekiwanej i wariancji dla fra-
kcji elementéw wyréznionych w prébee. p
Jak juz stwierdzilismy, frakcje elementéw wyréinionych mozemy
wwazaé za £rednig arytmetyczna cechy, ktéra przyjmuje tylko dwie
wartodci: wartosé 1, gdy rogwazany element posiada badang charak-
terystyke ozyli wyréinia sieg, 1 wartoié O, gdy rozwazany element
badanej charakterystyki nie posiada. Twierdzenia 1-6 pozostajg
r6wn1e2 s!ussno dla takiej cechy. Jesli skorzystamy z zaleznosci

x =np 2 X, = NP, gdzie p 1 P sg to wczesniej juz wprowa-
k

dzone fraknjo elementéw wyréznionych w prébce 4 populacji, to
twierdzenia te mozna przedstawié jako twierdzenia o wartosci ocze-
Kiwanej 1 wariancji zmiennej losowej p., W tabeli II podano odpo-
wiedniki wyrazer tabeli I przedstawione jako funkcje p lub P.
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Tabela II

Oznaczenia i definicje

1 gdy k-ty element wyréinia sie
O w"m » nie wyréznia sieg
k= 1’ eeey N

Elementy populacji: xk = {

i n
Srednia populacja X = P = 1N é Xy
1

N
Wariancja populacyjna 62 = P(1-P) = %151 (Xk - i‘)a

1 gdy i-ty element wyrdinia sieg
Elementy prébki: x, =
0 gdy i-ty element nie wyrdéinia sig

1-1. eeoey I

n
Srednia prébkowa X = p = % rx,
i=1

n
Wariancja prébkowa o = -51_11-- pe(1-=p) = -;1;1- j21(xj_-f)2

Wynilki twierdzer 1-6 dla cechy zerojedynkowej

losowanie niezaleine losowanie gzaleine

E(p) = P E(p) = P

p2(p) = E(=E) 22(p) = fp BLRL

E[i-%;- p-(1-p)] = P(1-P) 3["51" !ﬁl’p("p)] = Bi1-5)

Przyk¥ad 3 (zaczerpniety = monografii Cochrana [2]). Z listy
obejmujacej 3042 nazwiska i adresy pobrano prébke nieograniczong
zalezna obejmujacg 200 nazwisk, po czym po sprawdzeniu adreséw o-
kazato sie, #e 38 bylo faiszywych., Oszacowaé liczbe adreséw fal-
szywych na tej l1iscie i znalefé b2ad tego oszacowania (bXedem osze-
cowania nagzywa sig¢ piexwiastek z wariancji estymatora). W naszym
wypadku estymatorem nieznanej licsby falszywych adreséw jest wiel-
koéé Np, a wigc mamy znaleZé | D“(Np).

Stosujgc oznaezenia wediug tabeli II mamy N = 3042, n = 200,
P = 38/200 = 0,19, Mamy oszacowaé NP, Nieobcigzonym estymatorem
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tej wielkofci jest Np, poniewas zgodnie z tw. 2 mamy E(Np) = N-E(p) =
= NP, Wariancja tego estymatora zgodnie z tw, 4 wynosi

p2(wp) = N2 D2(p) = W2. JoB.BULZE)

Podstawiajac na miejsce iloczynu P(1-P) jego nieobcigzony estyma-
tor zgodnie z tw, 6 otrzymujemy

D?(Np) = !-,‘.%'E)-ph-p).

Podstawiajgc odpowiednie dane licgzbowe otrzymujemy, te estymator
oczekiwanej liczby falszywych adreséw réwna sig

Np = 3042.0,19 = 578,
Wariancja tego estymatora réwna sig odpowiednio

2 - 2042-2842:0,19:0,81
D°(Np) 199 6685.

Blgd estymatora cszyli pierwiastek z jego wariancji réwna sie wo-

bec tego
VDE(Np = ﬂ6685 = 81,8.

Gdybysmy obliczyli bgd wedlug wzoréw dla losowania niezalei-
nego, to otrzymalibysmy

V02 (wp) = u.\[ﬂ@- 3042-V°-l§&8-=ﬁ = 84,4 .

Wynik ten potwierdza nasze spostrzeZenie z § 2.4., 2e wariancja
gredniej arytmetycznej z prébki przy losowaniu niegaleznym Jest
wieksza niz przy losowaniu zaleinym.

§ 2.7. Przedzialy ufnosci dla nieznanej frakcji elementéw wy-

réznionych w populacji.

Aby zbudowaé przedszial ufnosci dla parametru badanej popula-
cji nalezy 2znaé rozkiad estymatora tego parametru, Jesli chodzi
o frakcje elementéw wyréiznionych w prébce, to wiadomo, Ze ma ona
rogkXad hipergeometryczny. Rozklad ten ze wzrostem liczebnosci
prébki jest zbieiny do roskiadu normalnego. Szybkosé tej zbies-
noéci zalezy od liczebnofei prébki oraz od wielkosci P czyli fra-
kcji elementéw wyréznionych w populacjii. Szezegblowa dyskusje te-
go zagadnienia mozna gnalesé np. w [2] lub [10]. Wedtug Cochrana
[2] rozk?ed frakcji p mozna przyjmowaé za normalny, jesli sg spei-
pione warunki podane w tabelce zamieszczonej na str. 18.
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Mniejsza z liczb | Liczebnosé prébki nl
nP oraz n(1-P) conajmniej
0,5 5 30
0,4 1lub 0,6 20 50
0,3 1ludb 0,7 24 80
0,2 1lub 0,8 40 200
0,1 1lub 0,9 60 600
0,05 1ub 0,95 70 1400

Jesli sg podstawy do stwierdzenia, Ze rozkiad frakecji elemen-
téw wyréznionych w prébce, mozna przybliiyé rozkiadem normalnym,
to mozemy skonstruowaé przedgzialy ufnosci dla P w oparciu o wzér
(16) podstawiajgc odpowiednie wyrazenia na Dz(p) wedZug tabeli II,
Otrzymamy wtedy nastgepujgce wzory:

e przy losowaniu niegaleiznyms

(20) p-t‘,p-!(l-l-i-gl<P<p+t\/2§J_i'm‘.

2° przy losowaniu gzaleinym:

(21) p-t V(1 - .:.)P-&J.-F)-'<P<p + tJ(1 - %)kél_-'.ﬂ'

We wzorach tych t oznacza wielkoéé odczytang z tablic roszkadu
normalnego. 1

Poréwnujac wzory (20) i (21) mozna zauwaiyé, e wzory dla sche-
matu losowania niezaleinego otrzymuje sie ze wzoru dla schematu
losowania gzaleinego przez podstawienie N =oo. Jesli populacja
sktada sie z nieskoficzenie wielu elementéw, to prawdopodobiedst-
wo, ze jaki$ element zostanie wylosowany wigcej niz jeden raz wy-
nosi zero i schemat losowania zaleinego staje sig¢ schematem loso-
wania niezaleznego.

Przyklad 4, Na n= 300 gbadanych dzieci szkolnych n* = 48 oka-
zaXo sie byé nosicielami dyfterii. Przyjmujac, Ze zbadane dzieci
stanowig prébke ogétu dzieci szkolnych danej miejscowoéci wyzna-
czyé przedzial ufnofci dla frakcji P nosicleli dyfterii wirdd dzie-
ci tej miejscowoéci. Przyjgé poziom ufnosci 1-0t= 0,95,

Populacje, z ktérej zbadane dzieci zostaly wybrane, wrazamy
za nieskoliczenie wielks., Wobec tego zgodnie z wzorem (20) mamy

485 - 1% \ohs B (1 - Bo)<r<%Bo + 1. %2y (1-%0)




Schematy losowania 19

co po wykonaniu oblicgzed daje, ze z prawdopodobieristwem 0,95 frak-
cja nosicieli dyfterii wséréd dzieci szkolnych tej miejscowosci
zawiera sie¢ w granicach

0,139 <P <0,181,

ktére mielismy obliczyé.

W nowszych podrecznikach statystyki (por. [1],[5]) konstrumje
sie¢ przedzialy ufnosci niekoniecznie symetryczne wzgledem wartos-
ci oczekiwanej. Mozna zaozyé prawdopodobieﬁstwao(,] i0d,, a na-
stepnie szukaé oszacowa’l nieznanego parametru populacyjnego P
z dotu i z gbry przez dwie liczby a1 P takie, Ze

(22) Pr {x;xo |» = g} = 1=,

(23) Pr {x$x° | P= ?} =0l

Przy czym x, osnacza zaobserwowang liczbe elementéw wyrdinionych
w prébce, x ozhacza zmienng losowg réwna potencjalnej liczbie ele-
mentéw wyréinionych w prébce, Metoda ta pochodzi od wybitnego pol-
skiego statystyka J. Splawy-Neymana. Konstruujac w ten sposéb og-
raniczenia dolne i gérne nieznanego parametru P otrzymujemy prze-
dziaty, ktére z prawdopodobieristwem 0(2-0(1 pokryja nieznang wartosé
parametru P,

Jeéli liczebnoséé prébki jest duza, a P niezbyt male lub niezbyt
wielkie, to mozemy prawdopodobieristwa (22) 41 (23) przyblizyé roz-
kZadem normalnym. Oznaczmy przeg t1 i t2 wartoséci odczytane z ta-
blic rogkladu normalnego odpowiednio dla O(1 i Olpe Korzystajac
z tzw, poprawki na nieciggosé otrzymujemy nastepujace réwnania
na P 1 P

x,=1/2-nP
np(1-p)

X, +1/2 = nP

03(1 3 %

Rogwigzujgc te réwnania ze wzgledu na P 1 P ctrzymujemy

-tz

2 2
9 t5 (xg-1/2) (n-x +1/2)  t;
- A S n+t2! :0- 12' -t n i g
= > 7
t (x, +1/2)(n-x,~-1/2) ¢
1 1 (-] 0
(25) r'm !oj-5+%-t1 - ++ .
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Jesli nie chcemy lub nie mozemy korzysta¢ z przyblizenia pra-
wdopodobieristw (22) 1 (23) rozkladem normalnym, to mozemy je przy-
blizyé rozktadem Bernoulliego, a nastepnie wykorzystaé gwigzek
miedzy rozkladem Bernoulliego a rogkladem P Snedecora i otrzymad
dokXadniejsze oszacowanie T ze wzoru '

(x +1)-F

(26) LA n-x°+ixo+1$.P

Przy czym F ognacgza wielkosd odczytang z tablic F Snedecora dla
X=1-0{ i liczby stopni swobody n, = 2(x°+1). n, = 2(n-x°). Podo-
bnie dokXadniejsze oszacowanie P otrzymujemy ze wgoru

(27) o

x°+(n-x°+”-7 .
Przy czym F nalesy tym razem odczytaé dla Ol= &, 1 liczby sto-
pni swobody n, = 2(n-x°+1). n, = 2x ..

Przyk¥ad 5. (wedtug [1]). Na 30 samochodéw wybranych losowo
z produkcji pewnej fabryki stwierdzono 8 samochodéw z usterkami.
W jakich granicach zawiera si¢ frakcja samochodéw z usterkami cha-
rakteryzujgca produkeje tej fabryki?

Preyjmijmy o’ = 0,025, O, = 0,975. Wtedy t) = -1,%, at,=
= +1,96. Podstawiajac do wzoréw (24) i (25) x,=8 1 n=30 otrzymu-
Jemy P = 0,130, ¥ = 0,462,

Jesli chcemy skorzystaé z dokladniejszych wzoréw (26) 4 (27),
to najpierw znajdujemy odpowiednie licgzby stopni swobody dla od-
czytania wartofci P, I tak dla wzoru (26) mamy n = 2(8#1) = 18,
n, = 2(30-8) = 44, Wartosé P odezytana dla tych stopni swobody
i dla &= 1-0,025 = 0,975 réwna si¢ F = 2,07,

Stad otrzymujemy

P = 422,07 0 | o 459,

Dla wyznaczenia P z wgoru (27) obliczamy n, = 2. (30-8+1) = 46,

n, = 2:8 = 16. Wartofé F odczytana dla tych stopni swobody przy
o= 0,975 wynosi P = 2,49, Podstawiajac te dane do wzoru (27) o-

trzymujemy
P = —(—a—y—— -
= 8+(30-8+1).2,49 0,123.

Pordéwnanie tych granic 2z wartodciami otrzymanymi metodg przybli-
2ong wedlug wzordéw (24) 1 (25) wykazuje niewielkde réznice pomimo
tego, Ze liczebnosé prébki n = 30 nie byta zbyt duza,
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§ 2.8, Dokladnodé oszacowania Sredniej arytmetycsnej.

DokYadnoé¢ oszacowania d okrefliliémy na stronicy 12 jako ma-
ksymalng przy danym poziomie ufnos$ci réiznice migdzy zaobserwowang
2z prébki 4rednig arytmetyczng X, a prawdziwg Srednig populacyj-
ng X. Dokadnoé ta w my$l wzoru d=t VDZ(;) zalesy od przyjetego
poziomu ufnosdci, co wyrata si¢ w odpowiedniej wielkodci t. DokZad-
noéé d zaleiy réwniez od liczebnosci prébki n, poniewaz Dz('i) jest
funkeja n., Czesto w praktyce stawiamy nastepujace pytanie: Jak
liczng powinna byé prébka, aby na jej podstawie oszacowaé niezna-
ng srednig populacyjng z zadang z géry dokXadnofcig? Aby odpowie-
dzieé na to pytanie nalezy rozwiazaé nastepujace réwnania:

‘, 2
d=t- 6? dla losowania niezaleZnego,

d=t¢ VS—T;‘. 1-% dla losowania zaleinego.

Otrzymujemy stagd

2,2
(27) n= G—d}- dla losowania niezaleznegc,
(28) ns= —N-—z— dla losowania zaleZnego .
1+ Nd
t=S

Jesli wariancje populacyjne 62 1ludb 32 83 nieznane, to w powyzszych
wzorach mozemy podstawié ich nieobcigzone estymatory czyli warian-

" .
cje prébkowg 82 = %- 121 (x:‘.-i:')2 uzyskang z wstepnej prébki,

Dla cechy zerojedynkowej, gdy suszne jest przyblizenie rog-
ktadu p przez rogkiad normalny, mamy

a=t\|ZE n-P dla losowania niezaleznego,
d=t :—'-12 4 n.P dla losowania zaleznego.
Otrzymujemy stad
2
(29) ne2=Het dla losowania niezaleznego,
d
(30) ns= ——N——;E- dla losowania zaleznego.,
N-
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Jesli na miejsce iloczynu P(1-P) podstawimy jego nieobcigzony es-
tymator obliczony na podstawie wstepnej prébki zgodnie z tw. 5 lub
tw. 6 (wyniki w tabeli II), to zakadajac, e prébka ta byZa wy-
starczajaco duza, aby w przyblizeniu przyjaé ﬁ- ~1, otrzgymamys

2
(29 a) n= P-ﬁiglﬁ— dla losowania niezaleznego,
(30 a) ns= ——-nfz-—— dla losowania zaleznego.
1+ S
tp(1-p)

Przykad 6 (zaczerpniety z [10]). Nalesy zbadaé Srednig wage
néeworodka w pewnej populacji skladajgcej sig¢ z N =12000 noworod-
kéw, Wydaje sie uzasadnione przypuszczenie, Ze waga noworodka ma
rogktad zblizony do normalnego. Stawiamy warunek, Zeby przy osza-
cowaniu Sredniej wagi noworodka nie pomylié sie¢ wigcej niz o d =
= 50 g, Z poprzednich badar wynika, e wariancj¢ wagi noworodka g2
mozna prsyjaé jako réwng 490 000 32. Jak wielka powinna byé préb-
ka, aby zagwarantowaé sobie wymieniong dokZadnosé d=50 g na po-
giomie ufnosci 0,957

Podstawiajac N = 12 000, d = 50, t = 1,9, S° = 490 000, ot-
rzymujemy 3

Nd 12 _000.2500
252 3,8416-490 000 g

Stad z wzoru (28) mamy

_ 12000 _
- 1+#15,9 Yt

Nalezy wiec gz populacji generalnej wylosowaé 710 noworodkéw,

Przykiad 7 (zaczerpniety z [10]). W miescie liczacym N= 12000
mieszkaricéw naleiy zbadaé odsetek dzieci w wieku 7-13 lat, przy
czym dok¥adnodé oszacowania tego odsetka ma wynosié d = 0,02, Na
podstawie wynikéw wstepnej prébki przypusgsczamy, te p~0,2, Przyj-
mujac t=3 i podstawiajac odpowiednie wartosci do wgoru (30 a) o-
trzymujemy

2000 2000:756 __
n = —TA0o8-T00g = r:‘qm o IEROIR ~ans.
9:0,16-0,84 91684

Tak wiec, aby nie pomylié sie w ocenie szukanego odsetka dzieci
wiecej niz o 0,02 naleiy zbadaé prébke liczgcg n = 2415 oséb.
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3. Losowanie warstwowe

§ 3.1. Oznaczenia i definicje.

Dotychczas omawialidmy sytuacje, w ktérych losowanie do préb-
ki odbywato si¢ 2z calej populacji generalnej. ByZo to tak zwane
losowanie nieograniczone. Jesli przed przystgpieniem do losowania
rozktadamy populacje generalng na czeéci 1 losowanie odbywa sie
z katdej czefei oddzielnie, méwimy o losowaniu warstwowym., W ta-
kKlej sytuacji jestesmy na przykad, jesli chcemy znalefé érednig
Jakiejé cechy antropologicsznej populacji polskiej 41 catg popula-
cje rozk¥adamy na dwie warstwy: ludnoéé wiejsks i miejsks, Podob-
nie, wybierajsc prébke reprezentacyjng mXodziesy akademickiej mo-
femy rozlozyé calg populacje mlodziesy akademickiej na warstwy
wedlug uczelni, do ktérych ta miodziez naleiy, a nastepnie g kag-
dej warstwy-uczelni wylosowaé odpowiedniq liczbe 0séb wedlug sche-
matu losowania niezaleznego lub zaleznego.

Wprowadzimy teraz ogznaczenia odpowiadajgce takiemu podziaZowi
populacji. Niech populacja skladajsaca sig¢ 2 N elementéw dgieli
si¢ na k warstw 1liczgcych odpowiednio N1 v Noy eees Ny elementéw
tak, ze N1+...+Nk-li. Kazdy element populacji generalnej oznacsa-
my dwoma wskafnikami: plerwszy niech oznacza numer warstwy, do kté-
rej 6w element przynalesy, drugi wskafnik niech oznacza numer ko-
lejny elementu w warstwie. Jefli badana cechg jest X, to X, ozna-
cza wartoéé cechy j-tego elementu w i-tej warstwie., Wartosé sred-
nig cechy X w i-tej warstwie ognaczamy przesz -X-i. Mamy wiec

K
1 X uid 1
(3 ) ! 3132.1113
Sredniq ogdlnag rozwazanej populacji wyznaczamy ze wzoru
k ;?
(32) Tt X X
¥ im1 jmq 13

Przy rozwazaniu prébki n-elementowej skladajacej sie odpowie-
dnio =z iy eeey By elementéw possczegélnych warstw otrzymujemy
Srednie prébkowe dla warstw i érednis prébkows ogélng zamieniajac
we wzorach (31) 1 (32) dute litery na male.

Wariancje cechy X w populacji csyli srednie kwadratowe odchy-
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lenie od Sredniej ogélnej bedziemy nazywali wariancjg calkowitay
i oznaczali przez 65 Mamy wiec

(33) 62 E Z(x =32,

N g1 3=1
Wariancje wewngtrz i-tej warstw§ oznaczamy przes Gi. Mamy wiec

2..1 2: r
(3‘) . 61 ﬁi (xid xi)
Wariancje miedzywarstwowsg definiujemy wgorem

3 Z‘n X,-X)2.
(35) §F ZmED

Miedzy tymi wariancjami zachodzi nastepujacy zwigzek:

2 2
(36) * P NO{ +O_ .

Pobieranie prébki wedlug schematu losowania warstwowego odby-
wa si¢ w ten sposéb, Ze pobieramy z i-tej warstwy jak gdyby z od-
rgbnej populacji prébke o licznosei ny (wedtug jakich zasad usta-
laé licgebnoséi n, powiemy péféniej). Suma liczebnosci n; 2 po-
szczegélnych warstw daje caltkowitg liczebnosé prébki n. Prébikdi
Nip eeoy Ny 2 poszczegélnych warstw sg pobierane wedlug ustalone-
go przedtem schematu losowania (niezaleznego lub zaleznego), tego
samego dla wszystkich warstw. Wobec tego w dalszym ciggu bedziemy
méwié o schemacie losowania warstwowego niezaleinego i schemacie
losowania warstwowego zaleznego.

Jesli juz wylosowalisdmy z poszczegélnych warstw prébke o Xgcz-
nej liczebnosci n, toc znajgc N1 (i=1, ..., k) czyli liczebnosci po-
szczegdlnych warstw mozemy obliczyé nastepujacg Srednig wazona po-
szczegllnycn Srednich warstwowych prébknwych:

(37) - n 12_1"1’1

Postugujgc sie wynikami tw, 1 i tw, 2 mozna bardzo Zatwo wykazaé,
%2e wartoscig oczekiwang takis] éredniej wazonej zaréwno przy sche-
macie losowania warstwowego niezaleznego jak i warstwowego zalez-
nego jest Srednia arytmetyczna populacji generalnej X zdefiniowa-
na wgzorem (32). Oznacza to, %e $rednia prébkowa zdefiniowana wgo-
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rem (37) jest nieobcigzonym estymatorem Sredniej populacyjnej (32).
Mozna to zapisaé przy pomocy naetepn;lacoj réwnoscis

X
(38) E(X) = 3(111' 121?111) E xiu1 . Xe

§ 3.2, Poréwnanie losowania nieograniczonego i warstwowego.

Jak juz wspomnielismy na stronicy 2, schemat losowania Jest
tym lepszy, im mniejsza jest wariancja estymatora wyznacganego
parametru przy tym schemacie. Jesli celem naszego badania jest u-
syskanie informacji o wielkosci X czyli Sredniej generalnej cechy
X w rozwazanej populacji, to w mysl wgoru (38) za nieobcigZony es-
tymator tej wielkosci mozna przyjaé przy losowaniu warstwowym Sre-
dnig wazong (37). Aby ocenié dobroé tego estymatora, naleiy zna-
leZé jego wariancje czyli p? (X). W zaleznoéci od schematu losowa=
nia warstwowego niezaletnego i zaleznego rozrézniamy D (-)1” b
warstw, niez, 1D (-)los warstw, zal, W obu przypadkach warian -
cje te sprowadzajg sie do znalezienia odpowiednich kombinacji 1i-
niowych wariancji srednich prébkowych warstwowychs

k k
2 2(1 - 2 s
D°(X) = D (‘i 1‘4.,:111111) . %2 Eﬁib ().

Jeéli kazdg warstwe traktowaé jako odrgbng populacje, to posiugu-

jac sie odpowiednimi wynikami tw, 3 1 tw. 4 otrzymujemy, zZe

1% przy stosowaniu schematu losowania warstwowego niezaleznego
2

(39) E ni ni

2
D (alos. warstw., niez, "

2v przy stosowaniu schematu losowania warstwowego zaleznego

62
2 f—
(39.8) ... °AR) o g iwamstw; wal; Nz 1.1 11

Poréwnamy teraz schemat losowania nieograniczonego zaleznego
ze schematem losowania warstwowego zaleznego.

Przypusémy, %e 2z populacji 1liczgce] N elementéw pobralismy
wedlug schematu losowania zaleinego bez rozkiadania tej populacji
na warstwy prébke liczgcg n elementéw. Z prébki tej oblicgamy Sre-
dnia arytmetyczng X, ktéra w mysl tw, 2 jJest ueobciqzonyn esty-
matorem éredniej populacji X. Zgodnie z wzorem (13) jest D (") =

H on » gdzie 62 jest to wariancja calkowita cechy X w badane]
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populacji., Wariancja ta zostata zdefiniowana wzorem (2), Gdyby
w rozwazanej populacji wyréznié warstwy o licznosciach N1 veeesNyy
to wariancje¢ catkowitg cechy X w badanej populacji mozna przed-

stawié zgodnie z wzorem (36) jako 6% = l Z} nioz + 62 n- Wobec te-

go wariacja estymatora Sredniej arytmetycsnej X przy losowaniu nie-
ograniczonym zaleiZnym wyraza sie nastepujacym wzorem:

k
2 N- 1 2 2
(40) (E)los. nieogr. zal, * (F-1§on [! 1_Z"E1N161. "om]'

Wariancje t¢ poréwnujemy z wariancjq estymatora éredniej po-
pulacyjnej X przy schemacie losowania warstwowego zaleiznego czy=-
11 z wyrazeniem (39 a), obliczajac ich résnice. Jesli liczebnosci
warstw sgq tak duse, 32e mozna przyjaé przyblizenie N,-1 =N, oras
N+1~< N, to réinice¢ t¢ mozna przedstawié ostatecznie w nastepuja-
cej postaci:

2 2
(a) D (;)los. nteogr. zal. ~ 2 (Diog, warstw. zal. =

r ﬁ) N-n 2
-1y 321' 62 ( m )+ 5ol -

Drugi skladnik w powyiszym wyrazeniu jest nieujemny. Jest on
réwny zero, gdy wariancja miedzy warstwami réwna sie zero, a dzie-
Je sl¢ to wtedy, gdy wartoéci érednie poszczegélnych warstw sg
réwne wartosci éredniej calej populacji. Dalej stwierdzamy, Ze
pierwsgy skladnik w wyrazeniu (41) moze byé zaréwno dodatni jak
i ujemny. Jesli liczebnosdci prébek z poszczegbéblnych warstw wy-

bierzemy tak, aby
N
(42) n, = n -~

to méwimy o losowaniu warstwowym proporcjonalnym. W tym przypadku
plerwszy skadnik w wyrazeniu (41) réwna sie zero, pozostaje wige
tylko drugi sktadnik galezny od wariancji miedzywarstwowej 6
Wynika stgqd, ze jesli stosujemy tzw. losowanie proporcjonalne, to
réznica (41) jest tym wigksza, im wigksza jest wariancja rozwaza-
nej cechy miegdzy poszczegélnymi warstwami. W tym przypadku loso=-
wanie warstwowe jest co najmniej tak efektywne jak losowanie nie-
ograniczone. Wariancja estymatora Sredniej arytmetycznej przy lo-
sowaniu warstwowym proporc jonalnym wyrasa sie nastepujgcym wzo-
rem:
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ok g22
(43) Dg(f)log. warstw, prop. 1;2 l( g e )121 iﬁ ;

Jeéli liczebnosci n; 2 poszczegélnych warstw bedziemy wybie-
raé inaczej, to moze sig zdarzyé, ze pierwszy skiadnik wystepuja-
cy po prawej stronie wzoru (41) bedzie nie tylko ujemny, ale na-
wet przewazy co do bezwzgledne] wartosci drugi skadnik tak, te
cata réznica bedgzie ujemna. Wtedy losowanie warstwowe jest gorsze
od losowania nieograniczonego bez warstwowania.

§ 3.3. Optymalny schemat losowania warstwowego.

Wariancja (39a) jest funkcjq liczebnodci prébek z poszczegll-
nych warstw., Przypuéémy, ie mamy s géry ustalong liczebnoéé préb=
ki n., Zapytajmy sie, dla jakiego ukXadu liczb L) .2... ny speinia-
jacych warunek ubocgny ny+ ... +Dy =1 wariancja D (;)loa. wesks)
sal, osigga minimum, Rogwigzujac to gadanie znanymi metodami ana-
1izy matematycznej otrzymjemy, e

2 2 136i
(44) ni = Q. iiL.r ’
n

przy csym stalg Q naleiy dobraé tak, aby 121 = n,

Je$11 liczebnosci warstw sa dostatecznie duze aby liczby Ny-1
mozna zastapié przez K,, to wyrasenie (44) upraszcza sig¢ do wsoru

(45) ni = Q'Ki61. gdli. Q = +— .

¥ 6y

Optymalne liczby n, 8§ wiec proporcjonalne do Ni cgyli do liczeb-
noéci warstw 1 do 61 czyli do dyspersji wewngtrzwarstwowych bada=
nej cechy.

Z powyzszych rozwazad wynika praktyczny wniosek, 2e jesli gzna-
my liczebnosci poszczegélnych warstw oraz dyspersje wewngtrzwars-
twowe badanej cechy lub przynajmnie] ich oszacowania na podstawie
wstepnej prébki i mamy zadecydowaé, ile elementéw z poazczegdlnych
warstw ma wejéé do prébki, to aby otrzymaé minimalng wariancje es-
tymatora £redniej populacyjnej nalezy 2z kazdej warstwy pobraé
prébke o liczebnosci n, zgodnie z wzorami (44) ludb (45).

Jesé11 liczebnosci prébki warstwowej ny spelniajg warunek (44)
1ub (45), to schemat losowania nosi nazwe optymalnego schematu
warastwowego Neymana., Wariancja sredniej prébkowej przy takim sche-
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macie losowania wynosi wtedy

2 ) g %ymy N
= == . =
los, warstw. zal, opt. = x2 j°, Ny-1 ng
k 2 ¥ . pa2e
N,-n N,-1 S N2S
T B Ee 30 T A e ( B ew
- - P —mmm—m— ¢ mums B wm emm— - < -
N2 41 §4-1 1 Wy N2k1-1 ny T
bap

L 2 (k- nsh)- L5 - Zas).

i ostatecznie

2
(46) D (;)los. warstw, zal, opt. %2[ (Enisi) 1211182J

§ 3.4. Prazykiady.

Prgykiad 8, Celem badania jest wyznaczenie srednisj ilosci pun~-
ktéw uzyskiwanych przez dzieci pewnego miasta w wyniku przeprowa-
dzenia okreslonego testu. Dzieci dzielimy na warstwy w zaleznosci
od klasy, do ktérej dziecko uczeszcza., Z wetepnych badadi mamy pew-
ne informacje o dyspersji (odchyleniu standardowym) badanej cechy

_wewnatrz poszczegélnych warstw. Dane podano w kolumnach 1-4 poni-
4szej tablicy:

(1) (2) (3) (4) (s5) (6) (7 (8)
l!:-' Klasy L:lggeb- Dysper:ja % Sk 2
[warastwy no wewnatrz s 8 n 8,°8
i warstwy | warstwy 11 11 1 i1
N 8
b L i

2 3-4 580 0,7 406 | 23,45 23 284,2
3 5-6 620 0,8 496 | 28,65 29 39,8
4 7-8 450 1,0 450| 26,00 26 450,0
5 9-10 210 2 252| 14,56 15 302,4
6 11 20 25 225| 13,00 13 562,5

Razem N = 2200 1904 110,00 110 2018,4

Mozemy zbadaé jedynie n=110 dzieci. Ile dzieci wybraé 2z kai-
dej warstwy do prébki, aby otrzymaé najlepsze oszacowanie niezna-
nej sredniej ogblnej?

Poniewaz mamy ossacowania dyspersji wewngtrszwarstwowych, wy-
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bierzemy liczebnodci ny wedXug optymalnego schematu Neymana, tJ.
wedug wzoru (45). W tym celu obliczamy najpierw iloczyny Nys,.
i obliczamy ich sume (patrz kolumna 5 tablicy). Nastepnie obli-
czamy stalg Qs

Mnozac otrzymana w ten sposéb wartosé Q = 0,0578 przez odpowiedni
iloczyn Nis1 otrzymujemy szukane liczebnosci ny (patrz kolumna 6
tablicy). Liczebnosci te zaokraglamy do liczb catkowitych (patrz
kolumna 7).

Dla obliczenia wariancji sredniej otrzymanej na podstawie tak

6
zlokalizowanej w warstwach prébki nalezy jeszcze obliczyé fD Nisi
=1

(patrz kolumna 8). Podstawiajgc odpowiednie wyrazenia do wzoru (46)
otrzymujemy

2 1 1 2
D°(X) = —— <1904 -20184]-
2200 [110 v

o W [32956.5 - 2018,4] = 0,0064.

Doktadnosé d tak wyznaczonej $redniej wynosi (przyjmujac t=2)

o 2Vn2(i') = 0,16

Zapytajmy sie¢ teraz, jak liczng prébke nalezaloby pobraé z rog-
wazanej populacji nie rozkladajgc jej na warstwy, aby uzyskaé te
samg dok}adnodé w oszacowaniu nieznanej sredniej tej populacji.
Przypuéémy, e na podstawie wstepnych badan wiadomo, zZe sg = 1,4,

Dla wyznaczenia n uzyjemy wzoru (28), podstawiajgc w nim N =
= 2200, 5% = % = 1,4, d = 0,16, t = 2. Otrzymujemy

2200 _ 2200 _

e
1+ 22000 16 1
27«1,4

ns= 200.

Widzimy wigc, %Ze aby otrzymaé estymator Sredniej o doktadnos-
ci d = 0,16 na poziomie ufnosci 0,95 nalezy przy nieograniczonym
zaleznym schemacie losowania pobraé do prébki n=200 dzieci, nato-
miast przy losowaniu warstwowym dla otrzymania tej samej dokad-
noséci wystarczy prébka zlozona z n= 110 dzieci. Zysk z warstwowa-
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nia jest tu ogromny. Dzieje sie¢ to dlatego, 2e badana cecha jest
znacznie zréinicowana pomigdzy warstwami.

Prgyk¥ad 9 (wediug [10]). Badana populacja (liczby umowne) zo-
stata podzielona na 8 warstw, ktérych liczebnosci podano w poniz-
szej tablicy. Biorgc pod uwage wartosci dyspersji 8; 2 warstw o-
trzymane 2z wstepnej prébki naleiy ustalié¢ optymalng lokalizacje
prédbid przy zalozeniu, Ze prébka powinna obejmowaé n=1250 elemen-
tow, Szacujemy X.

Zgodnie z zatozong w § 3.3 teorig optymalnego schematu loso-

8
wania warstwowego dzielimy n=1250 przez 12 Nisi' 45000 i otrzymu-
=1

jemy wepSXczynnik 0,02778, przez ktéry nalezy pomnozyé liczby z ko-
lumny 4, aby uzyskaé liczby losowaid z poszczegélnych warstw ozna-
czone przez n{ i umieszcgone w kolumnie 5 tablicy. Wobec tego, zZe

(1) (2) | (3) (4) | (5) | (6) (7

133 warstwy Hi 8y Ri'i ni’ ny Nisf

i

1 4000 | 2 8000 | 222 | 227| 16000

2 6000 | 1 6000 | 167 | 170 6000

3 3000 | 4 12000 | 333 | 341 48000

4 200 |25 5000 | 139 | 142 125000

5 2700 | 3 8100 | 225 | 230| 24300

6 5000 | 0,2 | 1000 28 28 200

0 100 |45 4500 | 125 | 100 -

8 4000 | 0,1 400 1 12 40
Ragzem |25000 45000 |1250 [1250| 219540

g warstwy nr 7 nalezaloby wylosowaé 125 elementéw, podczas gdy
warstwa ta obejmuje N., =100 elementéw, trzeba obliczyé nowe licz-
by losowad 2z pogostalych siedmiu warstw, Dszielgc 2aczng licgeb-

8
nosé pozostatych siedmiu warstw przez 1§1 N8, otrzymujemy
147

Q= %-55%0- = 0,0284.

Mnozac przez ten wspSiczynnik 1liczby z kolumny 4 - oczywiscie za
wyjatkiem wiersga 7 - otrzymujemy szukane liczebnodci nye
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Oszacujmy jeszcze wariancje Dz(i). Przypatrujgc sie wzorowi
(39a) spostrzegamy, ze sktadnik siédmej warstwy réwna sige zero, bo
n, = Ni' Jest to intuicyjnie zrozumiate: badajgec caig warstwe wy-
znaczamy Srednig arytmetyczng te] warstwy dokiadnie, bez Zadnego
bXedu, Wobec tego na wariancje Sredniej arytmetycznej catej popu-
lac ji sktadajq si¢ jedynie te warstwy, dla ktérych zostaly pomie-
rzone tylko pewne reprezentacje. Wobec tego zgodnie z wzorem (46)
wariancja estymatora $redniej przy zaproponowanym w tym przykia-
dzie sposobie pobrania prébki warstwowej réwna sie

2 2
P°(X) = 2_50-1535 e ( 40500 ) 219540] = 0,00193,
Przyklad 10. Badana populacja skXada sig¢ z 800 mezczyzn i 1200
kobiet, Celem badania jest wyznaczenie Sredniego poziomu enzymu X
w tej populacji. Z wstepnych badaii wiadomo, %e wariancja cechy X
wynosi w grupie meZczyzn 53-16.00 32. w grupie kobiet 32-20,25 32,
natomiast w caloj badanej populacji wariancja catkowita wynosi
2 = 25, 00 j . Mozemy przebadaé 100 oséb. Ktéry 2z nastepujacych
schematdw losowania daje najlepsze oszacowanie Sredniej popula-
cyjnej X: 1° losowanie proporcjonalne do liczebnoéci w warstwachy
2° 1osowanie wedXug optymalnego schematu Neymanaj 3° losowanie

nieograniczone w catej populacji bez rozbijania jej na warstwy?
Aby odpowiedzieé na to pytanie, poréwnujemy wariancje estyma=-
toréw Srednich obliczonych przy tych trzech schematach losowania,
Ad 1°. Dla losowania proporcjonalnego zgodnie ze wzorem (43)

mamy

22(%) = %2[(_ - 1) 1@1“191] }._:55 [37100-(1?%% % 1)].

& .'&1.2‘ = 0,1762.
4-10

Ad 2°, Dla losowania wed¥ug optymalnego schematu Neymana zgo-
dnie z wzorem (46) mamy

2 2
ol i e Lt kg |

= 7025002 (4:10%) = 0,1756.
Ad 3°, Dla losowania nieograniczonego zgodnie z wzorem (17)

TYOR2@ - 20 - B) = 3 (1 - 18 = 0,25:0,95 = 0,2375.
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Widzimy, e najlepszy jest schemat optymalny Neymana, chociaZ
prawie réwnie dobry jest schemat losowania proporcjonalnego.

4. Losowanie grupowe ()

Czesto populacja generalna, ktérg badamy, jest podzielona na
pewne grupy, niekoniecznie jednakowo liczne. I tak mtodzieZ szkol-
na jest ugrupowana w klasy, chorzy danego sgpitala wedlug sal itp.
Przy pobieraniu préby na ogéx dosé trudno dotrzeé do poszczegdl-
nych grup, natomiast jesli sie juz do nich dotario, to stosunkowo
tatwo jest zbadaé calsg grupg. Na przyklad Jesli badamy rozkrad
préchnicy wéréd modziezy szkolnej i do jakiejé szkoly przybedzie
eldpa stomatologiczna, to stosunkowo Xatwo gbadaé przynajmnie)
jedng klase.

Przypuéémy wiec, e populacja liczgca M elementéw jest podzie-
lona na N grup 1liczacych odpowiednio i1. My, ooey Mg elementéw,
Ognaczmy £rednia 1lo$é elementéw w grupie litera M. Z definicji
mamy "
(47) M= N
Podobnie jak przy podziale na warstwy mozemy okreslié dla kazde]
grupy $rednig i wariancje, mozemy rdéwniez zdefiniowaé wariancje
catkowitsg s2 oraz wariancj¢ miedsygrupows, a ponadto mozemy okres-
11¢é tak zwany wspélczynnik korelacji wewnatrzgrupowe] wediug na-
stepujgcego wzoru:

g Mt My
2 XY X (xy-D@Ey-D
k=1 1,=1 Lyal,#1 11 2
(48) Ty = i > ’
N.M(¥-1).S
2 r 2
1 @
gisie 2 = == ¥ ¥ (X,-1)
-1 ) 1 K

Tak zdefiniowany wspéczynnik moze byé zardéwno dodatni Jak
i ujemny. r, jest dodatnie, gdy wartosci badanej cechy obserwowa-
ne dla poszczegdlnych elementéw danej grupy sa podobne, natomiast

(x) permin ten przyjetam za Oktabg wedtug Sktownika polsko-ro-
syjsko-angielskiego statystyki matematycznea i teorii doswiadcze-
ria. Zasgpa w swe] monografii uzywa terminu losowanie zespolowe”,
Perkal uzywal wyrazenia "losowanie gronowe". Termin angielski:
cluster sampling (por. np. [2] lub [4]).
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same grupy réznig sie znacznie miedzy sobg. T jest ujemne, gdy
elementy wewnatrz grupy sa zrdéinicowane. Wyjaénimy to blizej na
przykiadach.

Wyobraimy sobie, ze na podstawie egzaminu wstepnego zbadalis-
my zdolnosci 4 wiedze¢ ubiegajacych si¢ o przyjecie kandydatéw,
a nastepnie dokonujemy podzialu na grupy wediug iloéci otrzyma-
nych punktéw: do grupy A przydzielamy najlepszych, do grupy B tro-
che gorszych itd. az do ostatniej grupy, w ktérej znajdq si¢ oso-
by 2z koficowych miejsc naszej listy. Przy takim doborze oséb do
grup mozna sie spodziewaé, Ze poziom w poszczegélnych grupach be-
dzie doéé wyréwnany, zaznaczg si¢ natomiast w sposéb mniej lub
bardziej wyrafny réinice migdzy poszczegélnymi grupami. WspéZczyn-
nik korelacji wewnatrzgrupowej w takiej sytuacji bedzie dodatni.

WyobraZmy sobie teraz inng mozliwo$é: na podstawie wstepnych
wynikéw dzielimy uczniéw na klasy wediug zasady, zeby w kazde]
grupie znalefZli si¢ najlepsi i najgorsi, inaczej méwigc, Zeby po-
ziom w klasach by taki sam, a poszczegblne klasy nie wykazywaly
specjalnych réznic. W takiej sytuacji wspéiczynnik korelacji we-
wnatrzgrupowej bedzie ujemny,

W losowaniu grupowym jednostkami losowanymi sg cale grupy. Po
dokonaniu losowania bada si¢ wszystkie elementy wchodzgce w skiad
wylosowanych grup. Przypusémy ze wylosowalidmy do prébki n grup o
liczehnoéciach H11. lliz. Soisy llin. Nazwijmy te liczebnodci My By eoegMpe

Za estymator Sredniej populacyjnej mozna przyjaé¢ nastepujgce wy-
razenies .

n N
L T
(49) Fo.dztds o
1);1“Ii
Mozna pokazaé, e dla jednakowo licznych grup wyrazenie okresé-
lone wzorem (49) Jjest nieobcigzonym estymatorem $redniej popula-
cyjnej X. Jeé1i liczebnosci poszczegélnych grup sg réine, to wy-
razenie (49) jest obcigzonym estymatorem Sredniej populacyjne] X.
Obcigzenie to zalezy od liczebnosci poszczegélnych grup. Warian-
cja tego estymatora zaleiy od wariancji srednich poszczegblnych
grup.
Losujgc n grup z populacji liczgcej ogdiem N gespoiéw otrzymu-
jemy Jako prébke nM elementéw, jeéli grupy sg jednakowo liczne, 1
okoXo nM elementéw, jesli grupy sa o réinej liczebnosci.
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Przypusémy teraz, ze zamiast losowania grupowego stosujemy lo-
sowanie nieograniczone, to znaczy z populacji liczacej M elemen-
téw losujemy prébke skradajacg sie z nM elementéw. Ktéry z tych
sposobéw jest efektywniejszy, to jest daje estymator o mniejszej
wariancji?

Jesli liczba grup w badanej populacji jest dostatecznie dusza,
to mozna otrzymaé wyraing odpowied$ na to pytanie. Mozna wykazaé,
2e

p2(%) > p?(%)
dla losowania T dla losowania
grupowego o nieograniczonego

w zaleznosci od tego, czy wsepSiczynnik korelacji wewngtrzgrupowej

>
Y =S 0.

Wynika stad nastepujacy wniosek: jesli r, > 0, to losowanie gru-
powe jest mniej efektywne od losowania nieograniczonego indywidu-
alnego. Jes$li r, = 0, to obydwa schematy losowania sg tak samo
efektywne. Jesli ri,<:O, to losowanie grupowe jest efektywniejsze
od nieograniczonego.

Wynik ten nie powinien nas dziwié. Py dodatnie oznacza, Ze
elementy wewnatrz zespoléw sg podobne. Jesli wybierzemy do prébki
n elementéw podobnych, to mamy gorszsg reprezentacje badanej popu-
lacji niz gdybyémy wybrali prébke w sposéb losowy z catej popula-
cji. i ujemne oznacza, e elementy wewngtrz grup sg zréznicowa-
ne. Wobec tego jesli do prébki weimiemy elementy wchodzace do grup
z zatozenia zrdéinicowanych, to zapewnimy sobie tym samym lepszg
reprezentacj¢ badanej populacji niz gdybyémy wybierali do prébki
elementy na chybil-trafiz,

W przypadku, gdyby podzial badanej populacji na grupy odbyz
si¢ w sposéb losowy wedlug cechy nieskorelowanej z badana cechsg,
to losowanie grupowe byXoby Srednio tak samo efektywne jak loso=
wanie nieograniczone.

Jednak nawet gdy wspélczynnik korelacji wewngtrzgrupowej jest
réwny zero, to moze si¢ oplacaé przeprowadzenie losowania grupo-
wego, Bedzie tak w przypadlm, gdy koszt losowania nieograniczone-
g0 bedzie tak wysoki, e przekroczy on wraz z kosztem zebrania in-
formacji statystycznych koszt wylosowania i zebrania materiaiu
w przypadku losowania grupowego tak samo licgnej prébki,
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